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4 Exercices

1 L’ensemble des nombres complexes

1.1 Exprimer les nombres complexes suivants sous la forme a + bi :
a) (1+40)+ (2 — 3i) b) (84 5¢)+ (—8 — 5i)
(1+1)—(2—69) d) (3—=05i)+ (-2 —4i) — (1 —249)

C

)
e) 3(5—20)+2(7T—i)—3(4—3i) f)(9+5i)(2—Ti)
)

g) (3+2i)(3—2) h) (3 — 4i)2
. v 1
i) (1+19) J);
K) 1 | ) 1+@.
2+ 3 1—1
) 5+ 3i ) 63 + 164\ >
RSy S VY

1.2 Résoudre dans C les équations ci-dessous :
a) 22—3+i=0 b) (1—-41)z2=6—-Ti «¢) (14+2i)z=(5—1)z+ 7+ 26i

1.3 Le nombre complexe 7 et ses mysteres...
a) Calculer 4, 7%, i3, ¢*, %, ... . Représenter ces valeurs sur le plan complexe. Donner
une formule générale pour ", o n est un entier naturel.
b) Soit z = 4 + 3i. Calculer zi, zi%, zi® et zi'*. Représenter ces valeurs sur le plan

complexe. Que constatez-vous géométriquement ?

1.4 Déterminer le conjugué des nombres complexes zy =5 —4i, 20 = -8 —1i, 23 =2+ 31

3
et 24 =5— 5@ Représenter le tout sur le plan complexe.

1.5 Calculer (7 —8i)(8 — 7i) — (4 + 3i)(4 — 2i).
1.6 Poser z = x + yi et résoudre dans C les équations ci-dessous :
a) 82+52=4+3i b) 22+22+5=0 <c¢) 2Im(z+1)+2iRe(—z+2)=—1—12i

1.7 Montrer que si w est une solution de ’équation réelle az? + bz 4+ ¢ = 0, alors @ en

est une aussi.

1.8 Soit z un nombre complexe. Démontrer que z = z, z+z = 2Re(2) et z—z = 2Im(2)i.
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1.9 Calculer le module des nombres complexes ci-dessous :

a) 2+3i b) 1+i «¢) 20 d) —3i e) —%—I—?z’ f) 4 g) —5 h) cos(f) + isin(f)

1.10 Soit z un nombre complexe. Démontrer que |z| = |z| et 2z = |z|?.

1.11 Soit U l’ensemble des nombres complexes de module 1. Montrer que le produit, le
conjugué et l'inverse d’éléments de U est encore dans U . Est-ce aussi vrai pour la somme
et 'opposé d’éléments de U ?

1.12 Soit a et b des nombres complexes. Simplifier les expressions :

a) atb—(@+b) b) %() <g(ﬂm(§y3@ (atda—ba+d) e (atd2—(a—Db?

|

2 Forme trigonométrique des nombres complexes
2.1 Ecrire les nombres complexes ci-dessous sous forme trigonométrique :
a) 1 b)i ¢ -2 d) —1—i e) —1—+3i f) 3+4i g) 12+5i

2.2 Ecrire les nombres complexes ci-dessous sous forme algébrique :

m 3 3m T T
a) =31 D) (] o [m-rl d) 3] o) [-5]
2.3 Calculer :
a) [2§—][3;%} b) [6; 2%] : [3;—%] c) [2;%]3

2.4 Calculer :

1+ 3i

2.5 Déterminer les formules de sin(46) et cos(46).

a) (1430 m(ﬁ”> @C*ﬁﬁ

2.6 Déterminer :

a) la forme trigonométrique des nombres complexes z tel que 2% =1+1,

b) la forme algébrique des nombres complexes z tel que z* = 24i — 7.

2.7 Déterminer sous forme trigonométrique et représenter dans le plan complexe :
a) les racines septiemes de 'unité,

b) les solutions de I'équation 2% = —32.

2.8 Déterminer sous forme algébrique les racines carrées complexes des nombres ci-dessous :

a) 1 b)i ¢ —i d) 4 e -9 f)3+4 g —5+12i
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3 Propriétés algébriques des nombres complexes
3.1 Résoudre dans C les équations ci-dessous :

a) 22=25 b) 2% = —4 ¢) 222 +1024+17=0

d) 22432-5=0 e 22=3(1+9)z+6+7i=0 f) (14+2)2>—(T+4))z+5—-5i=0
3.2 Décomposer dans R[z] et Clz] les polynomes ci-dessous :

a) z'—1 b) z'+1 ¢) 2241 d) 26—-1 e 28—1 f) 20+921+2722427

3.3 Résoudre dans C les équations ci-dessous :
a) 2* — (64 3i)z% + (8 +12i)22 =0,
b) 234222 + (=4 +4i)z + 16 + 16i = 0, sachant que —4 est un zéro,
c) 2% —422+ (8+14)z—7+1i =0, sachant que 1 — i est un zéro.

3.4 Démontrer que tout polynome a coefficients réels de degré impair admet au moins un
zéro réel.
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5 Solutions

1 L’ensemble des nombres complexes
1.1
a) 3+i;b) 04+0i;¢) —14+7i;d) 0—7i;e) 1744 ;f) 53—53i ;g) 1340 ; h) —7—24i ;

2 3 11 7
i) =44+0i;j) 0—1i;k) 1—3—Ei;1) i;m) 1—0—1—02';11) 119 — 1201 .

13,

a) ) ;b) 2+i;c¢) 2—50.

1.3

a) Pour tout entier naturel n, on a: i =1, ¢l =4 4nt2 = 1 nt3 =

[
b) —3+4i, —4—3i, 3—4¢, 4+ 3i, multiplier par i revient a effectuer une rotation de 90 °
autour de 'origine.

1.4 ;
5+di, 8+, 230, 5+ i

1.5
102 + 51

1.6 4 .
a) S:{1—3+i},b) S ={1+2V2i}, c) S:{8+§z’}.

1.7

1.8

1.9
a) V13;b) v2;¢) 25d) 35¢) 1;f) 4;8) 5;h) 1.

1.10

1.11
somme : non, opposé : oui.

1.12 B
a) 0+0i;Db) a®;c) [b°;d) |a]*>—|b*; e) 4ab.
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2 Forme trigonométrique des nombres complexes

2.1 T 5%3 47

) [10]:) [ 7]c0) el ) (Vv o) (2 0] 4 0) (559,13 ) [13:22,627.
2.2 .

a) 2—2v3i:b) M c) —md) 24+2V3ise) —i.

2.3 5

a) [6; 515 b) [Za] s c) 8]

2.4 |
143
a) 644 64v3i:Db) 1;0) Z‘H.

2.5
cos(46) = cos*() — 6 cos?(6) sin?(0) + sin*(0) , sin(46) = 4 cos®(0) sin(0)4 cos(#) sin*(9) .

2.6

2 [V 0. [\'ﬁ;?—g}, [é/ﬁ;lf—g], [%;215—(?] b) 24, —2— i, 1%, —142i.

2.7 or 4w, . 6m. . 8t . 10w, . 127 T 31

a) (0], [L=], =, =] =] =], =13 b) [&¢], (=], (2],
[2;7%]7 [2;9%]‘

2.8 11 11

) £15b) (s i) 1) Rz — =) 1) 425) 4305 0) £(241) 1 8) £2+30)

3 Propriétés algébriques des nombres complexes

3.1
a) S={£5},b) S={£2},c) S={

4} f) S ={3—i;—i}.

—5+3i —3++29
s d) S ={—

Yoe) S={2—i1+

a?.%szL D(z+1)(z—1) e R[z], (z+i)(z—z')(z.+ 1)(z— 1)'€ Clz] ; | |

b) (VB (VB € BRI, (2= — 2= =) (=)= =) € T
&) (+1)( =2 +1) €R[2], (24 1)(z - H;@)(z— 1_2@') e Cl2)

d) +DE2—2+1D)(z-1D(2+2+1) € R[2],

(o 1) — Y o L gy LV LV gy
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e) (2 +V22+1)(22 = V2 + D2+ 1)(z+1)(2—1) € R[],

~1+i ~1—i 1+ 1—i L ‘
(2= 5= =5 - ) - )+ E -+ D~ 1) € Cl;

f) (22 +3)° € R[z], (z+V3i)3(z — V3i)? € C[z] ;

3.3
a) S={0;4;2+3i},b) S={4;2;2—-2i},¢c) S={1—-4;2—4;1+2i}.

3.4

Az, le 6 aout 2006 Gymnase du Bugnon





